Rownania rézniczkowe
Pomoc dydaktyczna 2

Definicja 1. Zagadnieniem Cauchy’ego, lub zagdanieniem poczgtkowym dla réwnania

Y~ ), (1)

nazywamy nastepujace zadanie: wsrod wszystkich rozwiazan rownania (1) znalez¢ takie
rozwigzanie y = y(z) w ktorym funkcja y(z) przybiera zadana warto$¢ liczbowa yo przy
zadanej wartosci liczbowej xo zmiennej niezaleznej x:

y(xo) = Yo
gdzie ¢ 1 yo sa z gory zadanymi liczbami tak, ze rozwigzanie spetnia warunek
y=1v dla x=u. (2)

Liczby xg, yo nosza nazwe danych poczatkowych, a warunek (2) - warunku poczatkowego
rozwiazania y = y(x).

Warunek wystarczajacy istnienia rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Peano). Jezeli punkt (xg, o) lezy w obszarze oznaczonosci i
ciaglosci prawej strony réwnania (1) Zagadnienie Cauchy’ego dla tego réwnania z danymi
poczatkowymi zg, yo posiada rozwiazanie.

Warunek wystarczajacy istnienia i jednoznacznos$ci rozwiazania zagadnienia
Cauchy’ego.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Picarda). Zalozmy, ze funkcja f(z,y) wystepujaca z prawej
strony rownania (1) jest ciagla w pewnym otoczeniu Q punktu (zo,yo) oraz, ze na tym
otoczeniu f(x,y) ma ograniczona pochodna czastkowa wzgledem argumentu vy, tj.

‘%‘Z’y)‘ <K, (z,y) e (3)

Wtedy rownanie (1) posiada doktadnie jedno rozwiazanie y = y(x) spelniajace warunek
poczatkowy (2).

Uwaga. Jesli pochodna czastkowa %Z’y) jest ciagta w pewnym otoczeniu punktu (xg, yo),

to istnieje otoczenie © punktu (x¢,yo) takie, ze warunek (3) jest spelniony.



